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 عرائق وايثهت فً انهُذست انفضائٍت

 كٍف حثبج الارحباط انخغً نشعاعٍٍ أو عذو إرحباعهًا ؟ -1

=  𝑢 :ّخحقق أُ ٍشمباث اىشؼاػِٞ ٍخْاعبت أٗ ّنخب احذ الأشؼت بذلاىت الأخش أٛ : الإجابت  𝑘𝑣  ٗا  𝑣 = 𝑘𝑢   ٗػذً الإسحباغ

 اىخؽٜ ٝؼْٜ أُ اىَغاٗاة اىغابقت غٞش ٍحققت 

;𝑢   1;−2ٍزاه  اىشؼاػاُ  3   ٗ   𝑣  −3;    ٍشحبؽاُ خؽٞا لاُ 9−;6

= 𝑣  ّعغ  𝑘𝑢   اىجَيت ٍْٔٗ  
−3 = 𝑘

6 = −2k
−9 = 3k  

𝑘 بحو اىجَيت ّجذ      = = 𝑣:  ٍِ اىَؼادلاث اىزلاد أٛ 3− −3𝑢    

حؽبق لإرباث اعخقاٍٞت رلاد ّقػ أٗ إرباث اُ رلاد ّقػ حؼِٞ ٍغخ٘ٛ  أٗ مخابت حَزٞو ٗعٞؽٜ ىَغخقٌٞ أٗ ح٘اصٛ :  حؽبٞقاث 

 أٗ ح٘اصٛ ٍغخِ٘ٝٞ أٗ حؼاٍذ ٍغخقٌٞ ٍٗغخ٘ٛ ، اٗ مخابت حَزٞو ٗعٞؽٜ ىَغخ٘ٛ . ٍغخقَِٞٞ 

;𝐶 3 بِٞ أُ اىْقػ :إثباث اسخقايٍت ثلاد َقظ (1-1 ) 4; 1 ,𝐵 0; 1; 4 ,𝐴 1; 2;   ػيٚ اعخقاٍٞت 3

;𝐴𝐵       −1;−1ىذْٝا  ;𝐴𝐶       2 ٗىذْٝا  1 2;−2  ٍْٔٗ  𝐴𝐵      = 𝑘𝐴𝐶       اىجَيت ٍْٔٗ  
−1 = 2𝑘
−1 = 2k
1 = −2k  

𝑘 بحو اىجَيت ّجذ      = −
1

2
 

=      𝐴𝐵 : ٍِ اىَؼادلاث اىزلاد أٛ  −
1

2
𝐴𝐶       اىْقػ ٍْٔٗ𝐴ٗ  𝐵ٗ 𝐶 ػيٚ اعخقاٍٞت 

 حؼِٞ ٍغخ٘ٛ إرا ىٌ حنِ ػيٚ اعخقاٍٞت 𝐴،  𝐵، 𝐶اىْقػ  :  إثباث اٌ ثلاد َقظ حعٍٍ يسخىي(1-2 )

;𝐶 −1;−3بِٞ أُ اىْقػ : ٍزاه  2 ,𝐵 0; 1; 4 ,𝐴 1; 2;   حؼِٞ ٍغخ٘ٛ  3

;𝐴𝐵       −1;−1ىذْٝا  =      𝐴𝐶       −2;−5;−1  ٍْٔٗ  𝐴𝐵 ٗىذْٝا  1 𝑘𝐴𝐶       اىجَيت ٍْٔٗ  
−1 = −2𝑘
−1 = −5k
1 = −k  

     ٍْٔٗ 

𝑘 =
1

2

𝑘 =
1

5

𝑘 = −1

     

≠      𝐴𝐵 حْاقط أٛ  𝑘𝐴𝐶       اىْقػ ٍْٔٗ𝐴،  𝐵، 𝐶ٛ٘حؼِٞ ٍغخ 

𝑀 :ٗىذْٝا  𝑀ّاخز ّقؽت مٞفٞت 𝐴ٗ  𝐵ىنخابت حَزٞو ٗعٞؽٜ ىَغخقٌٞ ٝشَو ّقؽخاُ : كخابت حًثٍم وسٍغً نًسخقٍى (1-3 ) ∈

 𝐴𝐵  ُٝؼْٜ أ 𝐴𝑀       ∥ 𝐴𝐵       ٛأ 𝐴𝑀       = 𝑡 𝐴𝐵       ٌٞٝشَو  ∆  ، ٗىنخابت حَزٞو ٗعٞؽٜ ىَغخق𝐴 ٔٗشؼاع ح٘جٞٔ ى 𝑢   ّاخز ّقؽت 

𝑀 : ٗىذْٝا 𝑀مٞفٞت  ∈ ∥       𝐴𝑀 ٝؼْٜ أُ  ∆  𝑢   ٛأ 𝐴𝑀       = 𝑡 𝑢   

;𝐴 1 حٞذ  𝐴𝐵 امخب حَزٞو ٗعٞؽٜ ىيَغخقٌٞ :  ٍزاه  2; 3 ٗ  𝐵 0; 1; 4  

;𝐴𝐵       −1;−1 ىذْٝا  ;𝑀 𝑥;𝑦 ٗىخنِ  1 𝑧  : 𝑀 ∈  𝐴𝐵  ْٜٝؼ 𝐴𝑀       = 𝑡 𝐴𝐵       ٗىذْٝا 𝐴𝑀        𝑥 − 1;𝑦 − 2; 𝑧 − 3  

𝐴𝑀       = 𝑡 𝐴𝐵        ُٝؼْٜ أ 
𝑥 − 1 = −𝑡
𝑦 − 2 = −t
𝑧 − 3 = t  

  اٛ     
𝑥 = −𝑡 + 1
𝑦 = −t + 2
𝑧 = t + 3 

     

;𝐴 1 اىزٛ ٝشَو   ∆ امخب حَزٞو ٗعٞؽٜ ىيَغخقٌٞ -   2; 3 ٗ  𝑢   1;   شؼاع ح٘جٞٔ ىٔ  2−;3

;𝑀 𝑥;𝑦ىخنِ  𝑧  : 𝑀 ∈ =       𝐴𝑀 ٝؼْٜ  ∆  𝑡 𝑢   ٗىذْٝا 𝐴𝑀        𝑥 − 1;𝑦 − 2; 𝑧 − 3  

𝐴𝑀       = 𝑡 𝑢    ُٝؼْٜ أ 
𝑥 − 1 = 𝑡
𝑦 − 2 = 3t
𝑧 − 3 = −2t  

  اٛ     
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = 3t + 2
𝑧 = −2t + 3 

     

 لإرباث ح٘اصٛ ٍغخقَِٞٞ ٝنفٜ إرباث ح٘اصٛ شؼاػٜ ح٘جَٖٖٞا : حىازي يسخقًٍٍٍ(1-4 )

  اىَؼشفاُ بخَزٞيَٖٞا اى٘عٞؽِٞٞ ػيٚ اىخ٘اىٜ    d ٗ  d أربج اُ:ٍزاه 
𝑥 = 3 + 2𝑡
y = 3 − t   

z = t   
    ، 

𝑥 = 3𝑡  

y = 1 +
1

2
t   

z = 3 −
1

2
t   

  ٍخ٘اصٝاُ    

;𝑢   2;−1ىذْٝا  ;d ٗ 𝑣  −1  شؼاع ح٘جٞٔ ىـ  1
1

2
;−

1

2
=  𝑢  ٗىذْٝا   d  شؼاع ح٘جٞٔ ىـ   −2𝑣  ٍْٔٗ  d ٗ  d   

 ٍخ٘اصٝاُ

 ٝنفٜ إرباث ح٘اصٛ شؼاػَٖٞا اىْاظَِٞٞ لإرباث ح٘اصٛ ٍغخِ٘ٝٞ: حىازي يسخىٌٍٍ(1-5 )

𝑃 :−𝑥  :حٞذ  𝑃  ٗ  𝑄 اىَغخِ٘ٝٞ بِٞ اُ : ٍزاه  − 2𝑦 +
1

2
𝑧 − 1 = 0 ، 𝑄 : 2𝑥 + 4𝑦 − 𝑧 =  ٍخ٘اصٝاُ 0
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;𝑛   2ىذْٝا  ;𝑄 ٗ 𝑛    −1  شؼاع ّاظَٜ ىـ  1−;4 2;
1

2
=  𝑛  ٗىذْٝا  𝑃  شؼاع ّاظَٜ ىـ   −2𝑛    ٍْٔٗ  𝑃  ٗ  𝑄 ٍُخ٘اصٝا 

ٝنفٜ إرباث ح٘اصٛ شؼاع ح٘جٞٔ اىَغخقٌٞ ٍغ اىشؼاع اىْاظَٜ   لإرباث حؼاٍذ ٍغخقٌٞ ػيٚ ٍغخ٘ٛ :حعايذ يسخقٍى ويسخىي(1-6 )

 ىيَغخ٘ٛ

  را اىخَزٞو اى٘عٞؽٜ  ∆ بِٞ اُ : ٍزاه 
𝑥 = 𝑡 + 1
𝑦 = 3t + 2
𝑧 = 5 − 2t 

2𝑥 رٗ اىَؼادىت  𝑃  ٗاىَغخ٘ٛ     + 6𝑦 − 4𝑧 + 1 =   ٍخؼاٍذاُ 0

;𝑛   2ىذْٝا  ;𝑃 ٗ 𝑢   1  شؼاع ّاظَٜ ىـ  4−;6 =  𝑛 ٗىذْٝا ∆  شؼاع ح٘جٞٔ ىـ 2−;3 2𝑢   ٍْٔٗ ∆  ٚػَ٘دٛ  ػي 𝑃  

 إرا ماُ ٍغخقٌٞ ػَ٘دٛ ػيٚ ٍغخقَِٞٞ غٞش ٍخ٘اصٝاُ ٍِ ٍغخ٘ٛ فٖ٘ ػَ٘دٛ ػيٚ اىَغخ٘ٛ بأمَئ: ٍلاحظت 

 𝐴،  𝐵، 𝐶ىنخابت حَزٞو ٗعٞؽٜ ىَغخ٘ٛ ٍؼشف بزلاد ّقػ ىٞغج ػيٚ اعخقاٍٞت :كخابت حًثٍم وسٍغً نًسخىي(1-7 )

𝑀 :ٗىذْٝا  𝑀ّاخز ّقؽت مٞفٞت  ∈  𝐴𝐵𝐶  ٛٝؼْٜ أُ  أ 𝐴𝑀       = 𝑡 𝐴𝐵      + 𝑠𝐴𝐶       ٛ٘ٗىنخابت حَزٞو ٗعٞؽٜ ىَغخ ، 

 P  ٝشَو𝐴 ٔٗأعاط ى  𝑢  ; 𝑣   ّأخز ّقؽت مٞفٞت 𝑀 ٗىذْٝا : 𝑀 ∈  P  ُٝؼْٜ أ 𝐴𝑀       = 𝑡 𝑢  + 𝑠𝑣  

;𝐶 −1;−3:  حٞذ  𝐴𝐵𝐶 أمخب حَزٞلا ٗعٞؽٞا ىيَغخ٘ٛ : ٍزاه  2 ,𝐵 0; 1; 4 ,𝐴 1; 2; 3  

;𝐴𝐵       −1;−1: ىذْٝا 1 ٗ 𝐴𝐶       −2;−5;−1  ِٗىخن 𝑀 𝑥;𝑦; 𝑧  : 𝑀 ∈  𝐴𝐵𝐶  ْٜٝؼ 𝐴𝑀       = 𝑡 𝐴𝐵      + 𝑠𝐴𝐶       

𝐴𝑀        𝑥ٗىذْٝا − 1;𝑦 − 2; 𝑧 − 3  ، 𝐴𝑀       = 𝑡 𝐴𝐵      + 𝑠𝐴𝐶        ُٝؼْٜ أ 
𝑥 − 1 = −𝑡 − 2𝑠
𝑦 − 2 = −t − 5𝑠
𝑧 − 3 = t − s  

     

 اٛ
𝑥 = −𝑡 − 2𝑠 + 1
𝑦 = −t − 5𝑠 + 2
𝑧 = t − 𝑠 + 3 

     

;  𝑢  اىزٛ اعاعٔ   P أمخب حَزٞلا ٗعٞؽٞا ىيَغخ٘ٛ-  𝑣  ٗٝشَو   𝐴 حٞذ  :𝑣  −1;−3; 2 ,𝑢   0; 1; 4 ,𝐴 1; 2; 3  

;𝑀 𝑥;𝑦ىخنِ  𝑧  : 𝑀ٛ٘اىَغخ ٍِ  P  ْٜٝؼ 𝐴𝑀       = 𝑡 𝑢  + 𝑠𝑣 ٗىذْٝا 𝐴𝑀        𝑥 − 1;𝑦 − 2; 𝑧 − 3  ،  

 𝐴𝑀       = 𝑡 𝑢  + 𝑠𝑣  ُٝؼْٜ أ 
𝑥 − 1 = −𝑠

𝑦 − 2 = t − 3𝑠
𝑧 − 3 = 4t + 2s  

  اٛ    
𝑥 = −𝑠 + 1

𝑦 = t − 3𝑠 + 2
𝑧 = 4t + 2𝑠 + 3 

     

 كٍف َثبج حعايذ شعاعٍٍ او عذو حعايذهًا ؟ -2

 ّخحقق اُ اىجذاء اىغيَٜ ىَٖا ٍؼذًٗ ، ٗإرا ماُ غٞش ٍؼذًٗ فَٖا ىٞغا ٍخؼاٍذاُ : الإجابت 

;𝑢   𝑎: ٗىذْٝا اىجذاء اىغيَٜ ىيشؼاػِٞ 𝑏; 𝑐   ٗ   𝑣  𝑎 ;𝑏 ; 𝑐   ٕ٘   :𝑢  .𝑣 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 + 𝑐𝑐  

;𝑢   1;−2اىشؼاػاُ  :ٍزاه 1   ٗ   𝑣  −3; 1; × 3− :   ٍخؼاٍذاُ لاُ  5 1 + 1 ×  −2 + 5 × 1 = 0 

حؽبق ىنخابت ٍؼادىت ٍغخ٘ٛ ٝشَو ّقؽت ٗػيٌ شؼاع ّاظَٜ ىٔ ، ىنخابت ٍؼادىت ٍغخ٘ٛ ٝشَو رلاد ّقاغ ىٞغج ػيٚ : حؽبٞقاث 

اعخقاٍٞت ، ىنخابت ٍؼادىت ٍغخ٘ٛ ٝشَو ّقؽت ٗػيٌ اعاط ىٔ ، ىنخابت ٍؼادىت ٍغخ٘ٛ ٝح٘ٛ ٍغخقَِٞٞ،لإرباث حؼاٍذ ٍغخِ٘ٝٞ ،لإرباث 

 ح٘اصٛ ٍغخقٌٞ ٍٗغخ٘ٛ ، لإٝجاد شؼاع ح٘جٞٔ ىَغخقٌٞ حقاؼغ ٍغخِ٘ٝٞ 

ٕ٘    𝑛 ٗشؼاع ّاظَٜ ىٔ 𝐴اىَغخ٘ٛ اىزٛ ٝشَو اىْقؽت :  شعاع َاظًً نه   𝒏 و𝑨انًعادنت انذٌكارحٍت نًسخىي ٌشًم  َقغت (2-1 )

=  𝐴𝑀       .𝑛: بحٞذ  𝑀 ٍجَ٘ػت اىْقػ 0 

;𝐴 1 اىزٛ ٝشَو   𝑃 امخب ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ   -  :يثال  2; 3 ٗ  𝑛   1;−1;−2  ٔشؼاع ّاظَٜ  ى  

;𝑀 𝑥;𝑦ىخنِ  𝑧  : 𝑀 ∈  𝑃  ْٜٝؼ 𝐴𝑀       .𝑛  = 𝐴𝑀        𝑥 ٗىذْٝا 0 − 1;𝑦 − 2; 𝑧 − 3  ٍْٔٗ 𝐴𝑀       .𝑛  =  : ٝؼْٜ اُ 0
 𝑥 − 1 × 1 +  −1 ×  𝑦 − 2 +  −2 ×  𝑧 − 3 = 𝑥أٛ  0 − 𝑦 − 2𝑧 + 7 = 0 

𝑎𝑥  ٕٜ ٍِ اىشنو:انًعادنت انذٌكارحٍت نًسخىي ٌشًم  َقغت ثلاد َقظ نٍسج عهى اسخقايٍت(2-2 ) + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0 

;𝑛   𝑎ّؼِٞ أٗلا شؼاع ّاظَٜ ىٔ 𝐴ٗ ، 𝐵، 𝐶ىنخابت ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ اىزٛ ٝشَو رلاد ّقػ ىٞغج ػيٚ اعخقاٍٞت  𝑏, 𝑐   ٝحقق ٕ٘ٗ :

 𝐴𝐵
      .𝑛  = 0

𝐴𝐶      .𝑛  = 0
 𝑑 ٍٗؼادىخِٞ  ّحو اىجَيت ٗاىحو ىٞظ ٗحٞذ ّخخاس احذ اىْقػ ىخؼِٞٞ 𝑎ٗ  𝑏ٗ  𝑐  ّجذ جَيت ٍِ رلاد ٍجإٞو 

;𝐶 −1;−3:  حٞذ 𝐴𝐵𝐶 أمخب ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ : ٍزاه  2 ,𝐵 0; 1; 4 ,𝐴 1; 2; 3  

;𝑛   𝑎ىٞنِ  𝑏, 𝑐  شؼاع ّاظَٜ ىـ  𝐴𝐵𝐶  فيذْٝا  𝐴𝐵
      .𝑛  = 0

𝐴𝐶      .𝑛  = 0
;𝐴𝐵       −1;−1:  ٗ ىذْٝا  1 ٗ 𝐴𝐶       −2;−5;−1  

 ٍْٔٗ – 𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0
−2𝑎 − 5𝑏 − 𝑐 = 0

𝑐 : ب٘ظغ   = ّخخاس احذ اىَجإٞو بؽشٝقت اخخٞاسٝت  غٞش ٍؼذًٗ ٗفٜ حاىت مّ٘ٔ ٍؼذًٗ  [  1
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– ّجذ  ]أّظش اىَلاحظت اعفو  𝑎 − 𝑏 = −1
−2𝑎 − 5𝑏 = 1

𝑏  بحو اىجَيت ّجذ   = −1ٗ𝑎 =  : ٍِ اىشنو  𝐴𝐵𝐶  ٍْٗٔ ٍؼادىت 2

2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 2ّٗؼ٘ض إحذارٞإا فٜ اىَؼادىت ّجذ 𝐵، ّخخاس أحذ اىْقػ ٗىخنِ  0 ×  0 − 1 + 4 + 𝑑 = :  ا0ٛ

𝑑 = 𝐴𝐵𝐶  ٜٕ  :2𝑥  ٍْٗٔ ٍؼادىت 3− − 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0 

أحذ اىَجإٞو اىَخخاسة ىٔ قَٞت فٜ اىؼًَ٘ غٞش ٍؼذٍٗت ، لاُ إخخٞاسٓ ٍؼذًٗ ٝفعٜ ػٍَ٘ا إىٚ إّؼذاً اىبقٞت ٕٗ٘ فٜ ٕزٓ : ٍلاحظت 

اىحاىت ىٞظ شؼاع ّاظَٜ ، ٗىنِ َٝنِ لأحذ الإحذارٞاث فٜ شؼاع ّاظَٜ الإّؼذاً ٗقذ ٝنُ٘ اىزٛ اخخشّآ ٗىخفادٛ ٕزا الإشناه قبو 

 الإخخٞاس ّلاحظ حْاعب ٍؼاٍلاث اىبقٞت إرا ماّج ٍخْاعبت فٖ٘ ٍؼذًٗ باىعشٗسة 

;𝐶 3:  حٞذ 𝐴𝐵𝐶 أمخب ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ : ٍزاه 1; 4 ,𝐵 −1; 3; 1 ,𝐴 1; 2; 3  

;𝑛   𝑎ىٞنِ  𝑏, 𝑐  شؼاع ّاظَٜ ىـ  𝐴𝐵𝐶  فيذْٝا  𝐴𝐵
      .𝑛  = 0

𝐴𝐶      .𝑛  = 0
;𝐴𝐵       −2:  ٗ ىذْٝا  1;−2 ٗ 𝐴𝐶       2;−1; 1  

 ٍْٔٗ – 2𝑎 + 𝑏 − 2𝑐 = 0
2𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 0

𝑐 : ب٘ظغ   ≠  ٍخْاعبت 𝑏 ٍٗؼاٍيٜ 𝑎 ّجذ حْاقط فٜ حو اىجَيت لأُ ٍؼاٍيٜ 0
−2

2
=

1

−1
 

𝑐ٍْٗٔ فٜ ٕزٓ اىحاىت  = 0 

;  𝑢 و 𝐴  ىنخابت ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ اىزٛ ٝشَو ّقؽت:كخابت يعادنت يسخىي ٌشًم َقغت وعهى اساس نه(2-3 ) 𝑣   ٔأعاط ى 

;𝑛   𝑎ّؼِٞ أٗلا شؼاع ّاظَٜ ىٔ  𝑏, 𝑐   ٝحقق ٕ٘ٗ : 𝑢  .𝑛  = 0
𝑣 .𝑛  = 0

 (2-2 )فٜ مَا عبق 𝑎ٗ  𝑏ٗ  𝑐ّٗؼِٞ   

ىنخابت ٍؼادىت ٍغخ٘ٛ ٝح٘ٛ ٍغخقَِٞٞ ٍخ٘اصِٝٞ ّخخاس ّقؽت ٍِ : نكخابت يعادنت يسخىي ٌحىي يسخقًٍٍٍ يخىازٌٍٍ (2-4 )

 (2-2 )اىَغخقٌٞ الاٗه  ّٗقؽخِٞ ٍِ اىزاّٜ  ّٗنخب ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ اىَؼشف بزلاد ّقػ ىٞغج ػيٚ اعخقاٍٞت مَا فٜ 

 :   اىَؼشفاُ ػيٚ اىخ٘اىٜ بـ  d ٗ  d  اىَغخقَٞاُ :ٍزاه 
𝑥 = 3 + 2𝑡
y = 3 − t   

z = t   
    ، 

𝑥 = 3𝑡  

y = 1 +
1

2
t   

z = 3 −
1

2
t   

 (4-1 )  ٍخ٘اصٝاُ    

 نلإخخٍار َقغت يٍ يسخقٍى يعرف وسٍغٍا َعغً قًٍت كٍفٍت نهىسٍظ َجذ َقغت     

;𝐴 3اىْقؽت 3; tبأخز d  ّقؽت ٍِ 0 = 0،𝐵 0; 1; 3 ٗ  𝐶 6; 3; = tبأخز  d ّقؽخاُ ٍِ 2 0ٗ t =  ػيٚ اىخشحٞب2

   d ٗ  d   ٕ٘ اىَغخ٘ٛ اىزٛ ٝح٘ٛ  𝐴𝐵𝐶 رٌ ّنخب ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ 

  𝐴 ىنخابت ٍؼادىت ٍغخ٘ٛ ٝح٘ٛ ٍغخقَِٞٞ ٍخقاؼؼِٞ ّؼِٞ ّقؽت اىخقاؼغ:نكخابت يعادنت يسخىي ٌحىي يسخقًٍٍٍ يخقاععٍٍ (2-5 )

  شؼاػٜ ح٘جٞٔ ٕزِٝ اىَغخقَِٞٞ  𝑢  ٗ 𝑣 ٗىٞنِ 

;𝑛   𝑎ّؼِٞ اٗلا شؼاع ّاظَٜ ىٔ  𝑏, 𝑐  ٝحقق ٕ٘ٗ  𝑢  .𝑛  = 0
𝑣 .𝑛  = 0

 ّقؽت 𝐴ٍْٔحؼِٞ ٍِ مdُ٘  ٗ(2-2 )مَا عبق ف𝑎ٗ  𝑏ٗ 𝑐ٜ ّٗؼِٞ 

 :  اىَؼشفاُ ػيٚ اىخ٘اىٜ بـ  d ٗ d  اىَغخقَٞاُ :ٍزاه
𝑥 = −4 + 2𝑡
y = 3 − t   

z = t   
    ، 

𝑥 = 3𝑡  

y = 1 + 2t   

z = 2 − t   

  ٝخقاؼؼاُ فٜ اىْقؽت    

  𝐴 0; 1;  (7)لاحظ اىؽشٝقت  2

;𝑢   2;−1,1 ٗ 𝑣  3اىشؼاػاُ  ;𝑛   𝑎 ػيٚ اىخشحٞب ٗىٞنِ   d ٗ d  شؼاػٜ ح٘جٞٔ ىـ  1−,2 𝑏, 𝑐  ٛ٘شؼاع ّاظَٜ ىيَغخ 

=  𝑢  .𝑛  : فٖ٘ ٝحقق   d ٗ d اىزٛ ٝح٘ٛ  0
𝑣 .𝑛  = 0

 (2-2 )ّٗنَو اىؼَو مَا فٜ اىؽشٝقت  

 لإرباث حؼاٍذ ٍغخِ٘ٝٞ ٝنفٜ إرباث حؼاٍذ شؼاػَٖٞا اىْاظَِٞٞ :لإثباث حعايذ يسخىٌٍٍ   (2-6 )

: 𝑃  :حٞذ  𝑃  ٗ  𝑄 اىَغخِ٘ٝٞ  بِٞ اُ : ٍزاه 𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 + 1 = 0 ، 𝑄 : 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 =  ٍخؼاٍذاُ  0

;𝑛   1 ىذْٝا ;𝑃  ٗ 𝑛    1  شؼاع ّاظَٜ ىـ 3−;2 1;   ٗىذْٝا 𝑄  شؼاع ّاظَٜ ىـ  1

  𝑛  .𝑛   =  1 × 1 +  2 ×  1 +  −3 ×  1 = 0 ٍْٔٗ 𝑛  ⊥  𝑛    ٍْٔٗ   𝑃  ٗ  𝑄 ٍُخؼاٍذا 

ٝنفٜ إرباث حؼاٍذ شؼاع ح٘جٞٔ اىَغخقٌٞ ٍغ اىشؼاع   لإرباث ح٘اصٛ ٍغخقٌٞ ٗ ٍغخ٘ٛ :لإثباث حىازي يسخقٍى ويسخىي (2-7 )

 اىْاظَٜ ىيَغخ٘ٛ

  را اىخَزٞو اى٘عٞؽٜ  ∆ بِٞ اُ : ٍزاه 
𝑥 = −4 + 𝑡
𝑦 = 3 + t
𝑧 = t 

𝑥 رٗ اىَؼادىت  𝑃  ٗاىَغخ٘ٛ     + 2𝑦 − 3𝑧 + 1 =   ٍخ٘اصٝا0ُ

;𝑛   1ىذْٝا  ;𝑃 ٗ 𝑢   1  شؼاع ّاظَٜ ىـ  3−;2 1;   ٗىذْٝا ∆  شؼاع ح٘جٞٔ ىـ  1
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  𝑛  .𝑢  =  1 × 1 +  2 ×  1 +  −3 ×  1 = 0 ٍْٔٗ 𝑛  ⊥  𝑢   ٍْٔٗ   𝑃  ٗ  ∆ ٍُخ٘اصٝا 

 : شؼاػَٖٞا اىْاظَٞاُ فئُ    𝑛  ٗ 𝑛 ٍخقاؼؼاُ ٗ 𝑃  ٗ  𝑄 إرا ماُ:لإٌجاد شعاع حىجٍه نًسخقٍى انُاحج يٍ حقاعع يسخىٌٍٍ (2-8 )

;𝑢   𝑎ىٞنِ  𝑏, 𝑐  ُشؼاع ح٘جٞٔ  ىـَغخقٌٞ حقاؼؼَٖا ٝؼْٜ أ   
𝑢  .𝑛  = 0

𝑢  .𝑛   = 0
 (2-2 )مَا عبق ف𝑎ٗ  𝑏ٗ 𝑐ٜ ّٗؼِٞ 

: 𝑃  :حٞذ  𝑃  ٗ  𝑄 اىَغخِ٘ٝٞ   بِٞ اُ :ٍزاه  𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧 + 1 = 0 ، 𝑄 : 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = ٝخقاؼؼاُ ٗفق  0

  ٝؽيب حؼِٞٞ شؼاع ح٘جٞٔ ىٔ  ∆ ٍغخقٌٞ 

;𝑛   1 ىذْٝا ;𝑃  ٗ 𝑛    1  شؼاع ّاظَٜ ىـ 3−;2 1;   لاُ    𝑛 لا ٝ٘اصٛ   𝑛 ٗىذْٝا  𝑄  شؼاع ّاظَٜ ىـ  1

𝑛   ٛٝ٘اص 𝑛    ٍْٔٗ ُٝؼْٜ ا  𝑛  = 𝑘𝑛    اىجَيت ٍْٔٗ  
1 = 𝑘
2 = k
−3 = k  

  ∆  ٍغخقٌٞ  ٝخقاؼؼاُ ٗفق 𝑃  ٗ  𝑄  ٗ ٕزا حْاقط اٛ اُ     

;𝑢   𝑎ّعغ : حؼِٞٞ شؼاع ح٘جٞٔ ىٔ  𝑏, 𝑐 ٔٞفيذْٝا  ∆  شؼاع ح٘ج :  
𝑢  .𝑛  = 0

𝑢  .𝑛   = 0
 أٛ  

𝑎 + 2𝑏 − 3𝑐 = 0
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 0

𝑐 : ب٘ظغ   = 1  

 ّجذ 
𝑎 + 2𝑏 = 3
𝑎 + 𝑏 = −1

𝑏  بحو اىجَيت ّجذ   = 4ٗ 𝑎 = −5 ٍْٔٗ 𝑢   4;−5,1 ٔٞشؼاع ح٘ج  ∆  

 كٍف َثبج أٌ ثلاثت أشعت يٍ َفس انًسخىي ؟ (3 )

 لإرباث أُ رلارت أشؼت ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ ٝنفٜ مخابت احذ الاشؼت بذلاىت اىشؼاػِٞ اٟخشِٝ: ؼشٝقت

;𝑢   1 الأشؼت : ٍزاه  2,−3 ٗ 𝑣  2; 2,−4 ٗ 𝑤    3;  : ٕٜ ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ لاُ  5−,2

=  𝑢: ب٘ظغ 𝛼𝑣 + 𝛽𝑤   ّحصو بَغاٗاة اىَشمباث ٍغ بؼعٖا ػيٚ اىجَيت :  

1 = 2𝛼 + 3𝛽⋯  1 

2 = 2α + 2β⋯  2 

−3 = −4𝛼 − 5𝛽⋯ 3  

     

  : ّجذ اىجَيت  2  ٗ 1 بئخخٞاس ٍزلا اىَؼادىخِٞ 
1 = 2𝛼 + 3𝛽
2 = 2α + 2β

𝛽 :بحو اىجَيت ّجذ   = −1ٗ 𝛼 = 2 

3−:  ّجذ 3 باىخؼ٘ٝط فٜ  = −4 2 − =  𝑢 ٕٜٗ ٍحققت إرا  1− 5 2𝑣 − 𝑤    ّٛ٘فظ اىَغخ ٍِ ٜٕ ٍْٔٗ  

  فالأشؼت ىٞغج ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ ّق٘ه ػْٖا فٜ ٕزٓ اىحاىت اّٖا أعاط ىيفعاء 3 ى٘ ىٌ حخحقق اىَؼادىت : ٍلاحظت 

 كٍف َثبج أٌ أربع َقظ  يٍ َفس انًسخىي ؟ (4 )

  ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ      𝐴𝐵       ، 𝐴𝐶      ، 𝐴𝐷 ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ ٝنفٜ إرباث ٍزلا اُ الأشؼت𝐴ٗ ، 𝐵، 𝐶 ، 𝐷ؼشٝقت لإرباث اُ اسبغ ّقػ 

   ؟ 𝐴𝐵  كٍف َعٍٍ يعادنت انًسخىي انًحىري نقغعت يسخقًٍت (5 )

 (1-2 )اىؽشٝقت .. شؼاع ّاظَٜ ىٔ       𝐼ٗ 𝐴𝐵رٌ ّؼِٞ ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ اىزٛ ٝشَو  𝐴𝐵   ٍْخصف اىقؽؼت اىَغخقَٞت 𝐼ّؼِٞ :ؼشٝقت 

 ياهً انىضعٍاث انُسبٍت نًسخىٌٍٍ وكٍف َذرس رنك  ؟ (6 )

 ٗإٍا ٝخقاؼؼاُ ٗفق ٍغخقٌٞ (ح٘اصٛ اّفصاه اٗ ح٘اصٛ حؽابق  )اىَغخ٘ٝاُ فٜ اىفعاء َٕا إٍا ٍخ٘اصٝاُ 

 (5-1 )ٝنُ٘ ٍغخ٘ٝاُ ٍخ٘اصٝاُ إرا ح٘اصا شؼاػَٖٞا اىْاظَٞاُ ٍٗخقاؼؼاُ ٗفق ٍغخقٌٞ إرا ىٌ ٝخحقق اىخ٘اصٛ  لاحظ : ؼشٝقت 

 ياهً انىضعٍاث انًًكُت نًسخقًٍٍٍ وكٍف َذرس رنك  ؟ (7 )
 اىَغخقَٞاُ فٜ اىفعاء َٕا إٍا ٍخ٘اصٝاُ ٗاٍا ٝخقاؼؼاُ ٗإٍا ىٞغا ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ 

ٝنُ٘ ٍغخقَٞاُ ٍخ٘اصٝاُ إرا ح٘اصا شؼاػٜ ح٘جَٖٖٞا ٗإرا ىٌ ٝنّ٘ا ٍخ٘اصٝاُ فقذ ٝنّ٘ا ٍخقاؼؼاُ ٗإرا ىٌ ٝخحقق اىخ٘اصٛ :1ؼشٝقت 

 ٗلا اىخقاؼغ فَٖا ىٞغا ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ 

إرا أػؽٜ اىَغخقَٞاُ اىغٞش ٍخ٘اصٝاُ بخَزٞيَٖٞا اى٘عٞؽِٞٞ فيخأمذ أَّٖا ٍخقاؼؼاُ ّغاٗٛ اىَشمباث ىٖزِٝ اىَغخقَِٞٞ ٍغ :2ؼشٝقت 

بؼعٖا ّجذ جَيت ٍِ رلاد ٍؼادلاث ٍٗجٖ٘ىِٞ ّخخاس ٍؼادىخِٞ ٍِ اىزلاد ّٗؼِٞ اىَجٖ٘ىِٞ رٌ ّؼ٘ض فٜ اىَؼادىت اىَخبقٞت إرا 

 ححققج فَٖا ٍخقاؼؼاُ ٗإرا ىٌ حخحقق فَٖا ىٞغا ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ 

 :  اىَؼشفاُ ػيٚ اىخ٘اىٜ بـ  d ٗ d  ٕو اىَغخقَٞاُ : ٍزاه 
𝑥 = −4 + 2𝑡
y = 3 − t   

z = t   
    ، 

𝑥 = 3𝑡  

y = 1 + 2t   

z = 2 − t   

 ٍخ٘اصٝاُ ، ٍخقاؼؼاُ ، ىٞغا     

 ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ 

;𝑢   2;−1,1 ٗ 𝑣  3اىشؼاػاُ    𝑘 َٕٗا غٞش ٍخ٘اصٝاُ لأّ لا ٝ٘جذ   d ٗ d  شؼاػٜ ح٘جٞٔ ىـ  1−,2

= 𝑣 بحٞذ  𝑘𝑢    (𝟏)قذ ٝنّ٘اُ ٍخقاؼؼاُ ىزا ّعغ   اىؽشٝقت ٍْٔٗ 

3𝑡  = −4 + 2𝑡 ⋯  1 

1 + 2t  = 3 − t⋯ 2 

2 − t = t   ⋯ 3 
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1  ّجذ اىجَيت  3  ٗ 2 بئخخٞاس ٍزلا اىَؼادىخِٞ  + 2t  = 3 − t
2 − t = t

t :بحو اىجَيت ّجذ    = 0ٗ t = 2 

3:  ّجذ 1 باىخؼ٘ٝط فٜ  × 0 = −4 +   ٍخقاؼؼاُ   d ٗ d  ٕٜٗ ٍحققت ٍْٗٔ  2 2

t اٗ  d  فٜ اىخَزٞو اى٘عٞؽٜ ىـ tٗلإٝجاد ّقؽت اىخقاؼغ ّؼ٘ض     d  فٜ اىخَزٞو اى٘عٞؽٜ ىـ  

tْٕٗا بخؼ٘ٝط  ;0  ّجذ إحذارٞاث ّقؽت اىخقاؼغ ٕٜ   1; 2  

 كٍف َعٍٍ َقغت حقاعع يسخقٍى ويسخىي   ؟ (8 )

 : ٍغخقٌٞ ٍؼشف بـ 𝑑 إرا ماُ :ؼشٝقت 

𝑥 = 𝑥0 + 𝛼𝑡
𝑦 = y0 + βt
𝑧 = z0 + γt 

⋯ ∗     ٗ  𝑃  اىَغخ٘ٛ ٍؼشف باىَؼادىت𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0  

;𝑛   𝑎غٞش ٍخ٘اصٝاُ اٛ   𝑑 ٗ  𝑃 ٗماُ 𝑏; 𝑐  ػيٚ   ىٞظ ػَ٘دٛ  ىـ𝑢   𝛼;𝛽; 𝛾  [ (7-2 )اىؽشٝقت]  ُفئ 𝑑 ٗ  𝑃  

 فٜ اىخَزٞو اى٘عٞؽٜ ىيَغخقٌٞ فٜ ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ 𝑡اىَؼؽاة بذلاىت 𝑥ٗ  𝑦ٗ 𝑧 ّؼ٘ض  اٝخقاؼؼاُ فٜ ّقؽت ٗحٞذة ىخؼِٞٞ إحذارٞاحٔ

  ّجذ إحذارٞاث ّقؽت اىخقاؼغ ∗  ّؼ٘ض قَٞخٖا فٜ اىجَيت 𝑡رٌ ّحو اىَؼادىت راث اىَجٖ٘ه 

 : اىَؼشف بـ 𝑑 ػِٞ ّقؽت حقاؼغ اىَغخقٌٞ :ٍزاه
𝑥 = 1 + 𝑡 ⋯  1 

𝑦 = 2 + t⋯ 2 

𝑧 = −1 + t⋯ 3  

𝑥اىزٛ ٍؼادىخٔ  𝑃  ٗاىَغخ٘ٛ     + 𝑦 + 𝑧 + 4 = 0 

1  : ّجذ  𝑃  فٜ ٍؼادىت  3 ٗ 2  ٗ 1 بخؼ٘ٝط  + 𝑡 +  2 + 𝑡 +  −1 + 𝑡 + 4 = 𝑡بحو اىجَيت ّجذ 0 = −2 

  : ّجذ 𝑑 بقَٞخٖا فٜ جَيت 𝑡باىخؼ٘ٝط
𝑥 = 1 +  −2 

𝑦 = 2 +  −2 

𝑧 = −1 +  −2  

    ٍْٔٗ  
𝑥 = −1
𝑦 = 0
𝑧 = −3 

;1− اٛ إحذارٞاث ّقؽت اىخقاؼغ ٕٜ     0;−3   

 ياهً انىضعٍاث انًًكُت نًسخقٍى ويسخىي  وكٍف َذرس رنك  ؟ (9 )

 ٗإٍا اىخؽابق  [ح٘اصٛ اّفصاه أٗ ح٘اصٛ احخ٘اء ]اى٘ظؼٞاث اىََنْت بِٞ ٍغخقٌٞ ٍٗغخ٘ٛ ٕٜ اىخ٘اصٛ 

إُ ىٌ ٝنِ ٍخ٘اصٝاُ قذ  [(7-2 )اىؽشٝقت ] ّذسط اٗلا ح٘اصَٖٝا  𝑃  ٍٗغخ٘ٛ  𝑑 ىذساعت اى٘ظغ اىََنِ بِٞ ٍغخقٌٞ : 1ؼشٝقت

 إُ ىٌ ٝنِ ٍخقاؼؼاُ فَٖا ىٞغا ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ  [(8)اىؽشٝقت ]ٝنّ٘اُ ٍخقاؼؼاُ  

 إرا قبيج اىَؼادىت حلا ٗحٞذ t  فٜ إٝجاد قَٞت ىـ(8) ّخبغ اىؽشٝقت  𝑃  ٍٗغخ٘ٛ  𝑑 ىذساعت اى٘ظغ اىََنِ بِٞ ٍغخقٌٞ : 2ؼشٝقت

  𝑃  ٍحخ٘ٙ فٜ   𝑑 فَٖا ٍخقاؼؼاُ إرا ىٌ حقبو حلا فَٖا ٍخ٘اصٝاُ ح٘اصٛ إّفصاه  ٗإرا قبيج ٍالاّٖاٝت ٍِ اىحي٘ه فئُ 

 : اىَؼشف بـ 𝑑 بِٞ أُ اىَغخقٌٞ :1ٍزاه
𝑥 = 1 + 𝑡
𝑦 = 2 − 2t
𝑧 = −1 + t 

𝑥اىزٛ ٍؼادىخٔ  𝑃  ٍحخ٘ٙ فٜ اىَغخ٘ٛ     + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 

1  : ّجذ  𝑃 بخؼ٘ٝط اىجَيت فٜ ٍؼادىت  + 𝑡 +  2 − 2𝑡 +  −1 + 𝑡 − 2 = 0باىخبغٞػ  ّجذ 0 × 𝑡 = 0 ٜٕٗ 

  𝑃  ٍحخ٘ٛ فٜ  𝑑  أٛ 𝑡ٍحققت ٍَٖا ماّج قَٞت 

 ،اٗ ّخخاس  𝑃  ّٗجذ اّٖا ححقق ٍؼادىت  𝑑 رٌ ّخخاس ّقؽت ٍِ  [(7-2 )اىؽشٝقت ]َٝنِ إرباث مزىل اَّٖا ٍخ٘اصٝاُ : ٍلاحظت

  𝑃  ّٗجذ اَّٖا ححققاُ ٍؼادىت  𝑑 ّقؽخاُ ٍِ  

 : اىَؼشف بـ 𝑑 بِٞ أُ اىَغخقٌٞ : 2ٍزاه
𝑥 = 1 + 𝑡
𝑦 = 2 − 2t
𝑧 = 5 + t 

𝑥اىزٛ ٍؼادىخٔ  𝑃  ٝ٘اصٛ اىَغخ٘ٛ     + 𝑦 + 𝑧 − 2 = 0 

1  : ّجذ  𝑃 بخؼ٘ٝط اىجَيت فٜ ٍؼادىت  + 𝑡 +  2 − 2𝑡 +  5 + 𝑡 − 2 = 0باىخبغٞػ  ّجذ 0 × 𝑡 + 6 = 0  ٜٕٗ 

  ٗغٞش ٍحخ٘ٙ فٞٔ 𝑃  ٝ٘اصٛ  𝑑  أٛ 𝑡غٞشٍحققت ٍَٖا ماّج قَٞت 

   𝑃  ّٗجذ اّٖا لاححقق ٍؼادىت  𝑑 رٌ ّخخاس ّقؽت ٍِ  [(7-2 )اىؽشٝقت ]َٝنِ إرباث مزىل اَّٖا ٍخ٘اصٝاُ : ٍلاحظت

 كٍف َجذ انًسافت بٍٍ َقغخٍٍ  ؟ (10 )

;𝐴 𝑥𝐴;𝑦𝐴 ٗىذْٝا إرا ماّج        𝐴ٗ ، 𝐵 ٜٕ𝐴𝐵ٜٕٗ  𝐴𝐵اىَغافت بِٞ اىْقؽخِٞ  𝑧𝐴 ٗ  𝐵 𝑥𝐵 ;𝑦𝐵; 𝑧𝐵  ُفئ: 

  𝐴𝐵       =   𝑥𝐵 − 𝑥𝐴 2 +  𝑦𝐵 − 𝑦𝐴 2 +  𝑧𝐵 − 𝑧𝐴 2 

 كٍف َجذ انًسافت بٍٍ َقغت ويسخقٍى  ؟ (11 )

  رٌ ّحغب  𝑑 ػيٚ 𝐴ىيْقؽت 𝐻 ّؼِٞ اىَغقػ اىؼَ٘دٛ 𝑑  ٗاىَغخقٌٞ 𝐴لأٝجاد اىَغافت بِٞ اىْقؽت :1ؼشٝقت

 [(41)اىؽشٝقت ]𝐴𝐻اىَغافت 

 [(1-2 )اىؽشٝقت ] ٕ٘ شؼاع ّاظَٜ ىٔ  𝑑 أٛ شؼاع ح٘جٞٔ  𝑑  ٗػَ٘دٛ ػيٚ 𝐴اىزٛ ٝشَو 𝑃 ّنخب ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ:2ؼشٝقت 

 𝐴𝐻 ٕٜ اىَغافت  𝑑  ٗاىَغخقٌٞ 𝐴 ٍْٗٔ اىَغافت بِٞ 𝐻 ٗىخنِ [(8)اىؽشٝقت ] 𝑃 ٗ  𝑑 ّؼِٞ ّقؽت حقاؼغ 
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 :  اىَؼشف بـ 𝑑 : 3ؼشٝقت 

𝑥 = 𝑥0 + 𝛼𝑡
𝑦 = y0 + βt
𝑧 = z0 + γt 

𝑀𝑡 𝑥0  ٕ٘ ٍجَ٘ػت اىْقػ     + 𝛼𝑡; y0 + βt; z0 + γt  

;𝐴 𝑥𝐴;𝑦𝐴لإٝجاد اىَغافت بِٞ  𝑧𝐴  ٌٞٗاىَغخق   𝑑  ّؼشف اىذاىت𝑓 ٚػي ℝ ٜمَا ٝي 

𝑓 𝑡 = 𝐴𝑀𝑡 =   𝑥0 + 𝛼𝑡 − 𝑥𝐴 2 +  y0 + βt − 𝑦𝐴 2 +  z0 + γt − 𝑧𝐴 2 ّٚذسط حغٞشاث ٕزٓ اىذاىت ػي ℝ 
  𝐴ٗ  𝑑اىقَٞت اىحذٝت اىصغشٛ ٕٜ اىَغافت بِٞ 

;𝐴 1:  حٞذ  𝐴ٗ  𝑑أٗجذ اىَغافت بِٞ : أٍزيت  1; 1 ٗ  𝑑 :  
𝑥 = 3 + 2𝑡
𝑦 = 1 + t
𝑧 = −1 + t 

     

;𝑢   2ىذْٝا  : 2باعخؼَاه اىؽشٝقت  1;  𝐴 𝐻  اىَغخ٘ٛ 𝑃  ٗىٞنِ  𝑑  شؼاع ح٘جٞٔ ىـ  1

2𝑥 : فَؼادىخٔ ٍِ اىشنو   𝑢 شؼاع ّاظَٜ ىٔ 𝐴   ٗٝشَو 𝑑  اىؼَ٘دٛ ػيٞٔ  + 𝑦 + 𝑧 + 𝑑 = 0 

+ 1 2 ّقؽت ٍْٔ فئحذارٞاحٖا ححقق اىَؼادىت أٛ 𝐴ٗبَا أُ   1 +  1 + 𝑑 = 0 ٍْٔٗ 𝑑 = −4  

𝑃  ٜٕ  2𝑥 أٛ ٍؼادىت    + 𝑦 + 𝑧 − 4 = 𝐻 ٗىخنِ [(8)اىؽشٝقت ] 𝑃 ٗ  𝑑 ّؼِٞ ّقؽت حقاؼغ 0  
7

3
;

2

3
;
−4

3
 ٜٕٗ  

=        𝐴ٗ  𝑑  ٜٕ   : 𝐴𝐻  اىَغافت بِٞ 𝑑  ػيٚ  𝐴 ٍغقػ    
4

3
 

2

+  
−1

3
 

2

+  
−7

3
 

2

𝐴𝐻 لاُ   
4

3
;
−1

3
;
−7

3
  

  :  ٕٜ 𝐴ٗ  𝑑 ٍْٗٔ اىَغافت بِٞ
66

9
  :أٛ 

22

3
 

: مَا ٝيℝٜػيٚ 𝑓ّؼشف اىذاىت :3باعخؼَاه اىؽشٝقت

𝑓 𝑡 = 𝐴𝑀𝑡 =   3 + 2𝑡 − 1 2 +  1 + t − 1 2 +  −1 + t − 1 2 

= 𝑓 𝑡أٛ   6𝑡2 + 4𝑡 + ∞−→limx:  ٗبذساعت حغٞشاث اىذاىت ّجذ8 𝑓 𝑥 = +∞ٗ limx→+∞ 𝑓 𝑥 = +∞ 

 ٗ𝑓′ 𝑡 =
12𝑡+4

2 6𝑡2+4𝑡+8
 : مَا ٝيٜ 𝑓  جذٗه اىخغٞشاث  ىيذاىت

 

 

 

 

 

 

 كٍف َجذ انًسافت بٍٍ َقغت ويسخىي  ؟ (12 )

 𝐴𝐻 رٌ ّحغب اىَغافت  𝑃  ػيٚ 𝐴 ىيْقؽت 𝐻ّؼِٞ اىَغقػ اىؼَ٘دٛ  𝑃  ٗاىَغخقٌٞ 𝐴لأٝجاد اىَغافت  بِٞ اىْقؽت : 1ؼشٝقت 

 [(3-1 )اىؽشٝقت ] 𝑃 أٛ شؼاع ح٘جٖٞٔ ٕ٘اىشؼاع اىْاظَٜ ىـ 𝑃  ٗػَ٘دٛ ػي𝐴ٚاىزٛ ٝشَو 𝑑 ّنخب ٍؼادىت اىَغخقٌٞ :2ؼشٝقت

 𝐴𝐻 ٕٜ اىَغافت  𝑃  ٗاىَغخقٌٞ 𝐴 ٍْٗٔ اىَغافت بِٞ 𝐻 ٗىخنِ [(8)اىؽشٝقت ] 𝑃 ٗ  𝑑 ّؼِٞ ّقؽت حقاؼغ 

𝑎𝑥 ٍغخ٘ٛ ٍؼادىخٔ  𝑃 إرا ماُ : 3ؼشٝقت  + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = ;𝐴 𝑥𝐴;𝑦𝐴 ٗماّج 0 𝑧𝐴  ُّقؽت ٍِ اىفعاء فا 𝑑 𝐴;  𝑃   

;𝑑 𝐴 : حؼؽٚ باىؼلاقت  𝐴ٗ  𝑃  اىَغافت بِٞ  𝑃  =
 𝑎𝑥𝐴+𝑏𝑦𝐴+𝑐𝑧𝐴+𝑑 

 𝑎2+𝑏2+𝑐2
 

 كٍف َعٍٍ انًسقظ انعًىدي نُقغت عهى يسخىي  ؟ (13 )

 [(3-1 )اىؽشٝقت ] 𝑃 أٛ شؼاع ح٘جٖٞٔ ٕ٘اىشؼاع اىْاظَٜ ىـ 𝑃  ٗػَ٘دٛ ػي𝐴ٚاىزٛ ٝشَو 𝑑 ّنخب ٍؼادىت اىَغخقٌٞ :1ؼشٝقت

  𝑃  ػيٚ 𝐴 ٕٜ اىَغقػ اىؼَ٘دٛ ىـ 𝐻  اىْقؽت𝐻 ٗىخنِ [(8)اىؽشٝقت ] 𝑃 ٗ  𝑑 ّؼِٞ ّقؽت حقاؼغ 

 كٍف َعٍٍ انًسقظ انعًىدي نُقغت عهى يسخقٍى  ؟ (14 )

 :  اىَؼشف بـ 𝑑 اىَغخقٌٞ  :1ؼشٝقت 

𝑥 = 𝑥0 + 𝛼𝑡
𝑦 = y0 + βt
𝑧 = z0 + γt 

𝑀𝑡 𝑥0  ٕ٘ ٍجَ٘ػت اىْقػ     + 𝛼𝑡; y0 + βt; z0 + γt  

;𝐴 𝑥𝐴;𝑦𝐴لإٝجاد اىَغقػ اىؼَ٘دٛ ىـ  𝑧𝐴 ٌٞػيٚ اىَغخق 𝑑 ِٗىخن𝐻فئُ إحذارٞاث𝐻اىشنو ٍِ 𝑥0 + 𝛼𝑡; y0 + βt; z0 + γt  

=       𝑢  .𝐴𝐻 ححقق 𝐻 ٍجٖ٘ه ٝؽيب حؼْٞٞت ٗىذْٝا tحٞذ  ;𝑢   𝛼;𝛽 حٞذ 0 𝛾  بحو اىَؼادىت حجذ قَٞت اىَجٖ٘ه t 
 [(1-2)اىؽشٝقت]ٕ٘ شؼاع ّاظَٜ ىٔ 𝑑 أٛ شؼاع ح٘جٞٔ  𝑑  ٗػَ٘دٛ ػيٚ 𝐴اىزٛ ٝشَو 𝑃 ّنخب ٍؼادىت اىَغخ٘ٛ:2ؼشٝقت 

  𝑑  ػيٚ 𝐴 ٕٜ اىَغقػ اىؼَ٘دٛ ىـ 𝐻 ٗىخنِ [(8)اىؽشٝقت ] 𝑃 ٗ  𝑑 ّؼِٞ ّقؽت حقاؼغ 

−∞                      −
1

3
                    + ∞  𝑥  

 +          0 - 𝑓′ 𝑥   

+∞         +∞ 
     

  6  
−1

3
 

2

+ 4  
−1

3
 + 8 =   

22

3
 

𝑓 𝑥   
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;𝐴 1:  حٞذ  𝑑  ػيٚ 𝐴أٗجذ اىَغقػ اىؼَ٘دٛ ىـ : أٍزيت  1; 1 ٗ  𝑑 :  
𝑥 = 3 + 2𝑡
𝑦 = 1 + t
𝑧 = −1 + t 

     

3  إحذارٞاحٖا ٍِ اىشنو 𝑑  ػيٚ 𝐴 اىَغقػ اىؼَ٘دٛ ىـ 𝐻ىخنِ : 1ؼشٝقت  + 2𝑡; 1 + t;−1 + t  ٗىذْٝا 𝑢   2; 1;  شؼاع  1

=       𝑑  ٍْٔٗ𝑢  .𝐴𝐻 ح٘جٞٔ ىـ  2 ×  2 + 2𝑡 + 1 ×  t + 1 ×  −2 + t = 6t + =       𝑢  .𝐴𝐻 أ2ٛ 𝑡 : ٝؼ0ْٜ = −
1

3
 

 ٍْٔٗ𝐻  
7

3
;

2

3
;
−4

3
  

 (11 )لاحظ اىَزاه فٜ اىؽشٝقت : 2اىؽشٝقت 

 كٍف َعٍٍ انًسقظ انعًىدي نُقغت عهى يسخىي يعرف وسٍغٍا ؟ (15 )

   اىَؼشف ٗعٞؽٞا مَا ٝيٜ  𝑃 ٍزاه   ىٞنِ

𝑥 = 2𝛼 + 3𝛽 + 1⋯ 1 

𝑦 = 2α + 2β + 2⋯ 2 

𝑧 = −4𝛼 − 5𝛽 + 3⋯ 3  

;𝐴 1  ػِٞ اىَغقػ اىؼَ٘دٛ ىـ     1;   𝑃 ػيٚ  1

;  𝑢 ىذْٝا  𝑣  أعاط ىـ  𝑃   حٞذ 𝑢   2; 2,−4 ٗ 𝑣  3;  إحذارٞاحٖا ٍِ  𝑑  ػيٚ 𝐴 اىَغقػ اىؼَ٘دٛ ىـ 𝐻 إرا ماّج  5−,2

2𝛼 اىشنو + 3𝛽 + 1; 2α + 2β + 2;−4𝛼 − 5𝛽 + .  𝑢  ٗىذْٝا  3 .𝐴𝐻       = 0

𝑣 . .𝐴𝐻       = 0
  ٗىذْٝا 

𝐴𝐻         2𝛼 + 3𝛽; 2α + 2β + 1;−4𝛼 − 5𝛽 + 2   ٍْٔٗ

  
2 2𝛼 + 3𝛽 + 2 2α + 2β + 1 +  −4  −4𝛼 − 5𝛽 + 2 = 0

3 2𝛼 + 3𝛽 + 2 2α + 2β + 1 +  −5  −4𝛼 − 5𝛽 + 2 = 0
  أٛ  

24𝛼 + 30𝛽 = 7
30𝛼 + 38𝛽 = 8

 :بجو اىجَيت ّجذ  

𝛽 =
−45

6
ٗ 𝛼 =

29

3
𝐻باىخؼ٘ٝط   2  

29

3
 + 3  

−45

6
 + 1; 2  

29

3
 + 2  

−45

6
 + 2;−4  

29

3
 − 5  

−45

6
 + 3  

𝐻أٛ   
−13

6
;

16

3
;

11

6
  

 كٍف َكخب حًثٍم وسٍغً نًسخىي يعرف بُقغت واساس ؟ (16 )

;𝐴 𝑥𝐴;𝑦𝐴 اىزٛ ٝشَو اىْقؽت  𝑃 ىنخابت حَزٞو ٗعٞؽٜ ىيَغخ٘ٛ 𝑧𝐴 و 𝑢  ; 𝑣   ٔىذْٝا أعاط ى : 

𝑀 𝑥;𝑦; 𝑧  : 𝑀 ∈  𝑃  ٝؼْٜ الأشؼت 𝐴𝑀       ٗ 𝑢  ٗ 𝑣    [(3 )اىؽشٝقت ]ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ ّٗخبغ 

;𝐴 1اىزٛ ٝشَو   𝑃  حَزٞلا ٗعٞؽٞا ىيَغخ٘ٛأمخب:ٍزاه  1; ;  𝑢 و 1 𝑣   ٔحٞذ أعاط ى : 𝑢   2;−1,1 ٗ 𝑣  3; 2,−1  

;𝑀 𝑥;𝑦ىخنِ  𝑧 :𝑀 ∈  𝑃  ُٝؼْٜ أ 𝐴𝑀       = 𝛼𝑢  + 𝛽𝑣 ّٚحصو بَغاٗاة اىَشمباث ػي :  

𝑥 − 1 = 2𝛼 + 3𝛽
𝑦 − 1 = −α + 2β
𝑧 − 1 = 𝛼 − 𝛽 

     

: 𝑃  :اٛ   

𝑥 = 2𝛼 + 3𝛽 + 1
𝑦 = −α + 2β + 1
𝑧 = 𝛼 − 𝛽 + 1 

     

 كٍف َكخب حًثٍم وسٍغً نًسخىي يعرف بثلاد َقظ؟ (17 )

 :ىذْٝا  𝐴،  𝐵، 𝐶 اىزٛ ٝشَو اىْقػ 𝑃 ىنخابت حَزٞو ٗعٞؽٜ ىيَغخ٘ٛ

𝑀 𝑥;𝑦; 𝑧  : 𝑀 ∈  𝑃  ٝؼْٜ الأشؼت 𝐴𝑀       ٗ 𝐴𝐵      ٗ 𝐴𝐶         [(3 )اىؽشٝقت ]ٍِ ّفظ اىَغخ٘ٛ ّٗخبغ 

 كٍف َخخارَقغت يٍ يسخىي يعرف بخخًثٍهه انىسٍغً او بًعادنخه انذٌكارحٍت  ؟ (18 )

ٗلإخخٞاس ّقؽت ٍِ ٍغخ٘ٛ ٍؼشف بَؼادىخٔ اىذٝناسحٞت αٗ  𝛽لإخخٞاس ّقؽت ٍِ ٍغخ٘ٛ ٍؼشف ٗعٞؽٞا ّؼؽٜ قَٞخِٞ ىي٘عٞؽِٞ 

ّؼؽٜ قَٞخِٞ ىَخغٞشِٝ ّٗجذ اىزاىذ ٗإرا ماّج ٍِ ٍخغٞشِٝ فقػ ّؼؽٜ قَٞت لاحذَٕا ّٗجذ اٟخش ٗاىزاىذ مٞفٜ ٗإرا ماّج ٍِ 

 ٍخغٞش ٗاحذ ّجذ قَٞخٔ بحو ٍؼادىت ٍِ اىذسجت الاٗىٚ ٗاىَخغٞشِٝ اىزاّٜ ٗاىزاىذ مٞفِٞٞ 

 كٍف َُخقم يٍ حًثٍم دٌكارحً نًسخقٍى إنى حًثٍم وسٍغً نه  ؟ (19 )

𝑎𝑥 ٍغخ٘ٛ ٍؼادىخٔ  𝑃  إرا ماُ : ؼشٝقت  + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0ٗ  : 𝑄  ٍٔغخ٘ٛ ٍؼادىخ 𝑎 𝑥 + 𝑏 𝑦 + 𝑐 𝑧 + 𝑑 = 0 

   ٝخقاؼؼاُ فٜ ٍغخقٌٞ فخَزٞو دٝناسحٜ ىٔ  𝑃 ٗ  𝑄 ٗماُ 
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐𝑧 + 𝑑 = 0

𝑎 𝑥 + 𝑏 𝑦 + 𝑐 𝑧 + 𝑑 = 0
ىنخابت حَزٞئ اى٘عٞؽٜ ّعغ احذ  

 𝑡 بذلاىت 𝑥ٗ 𝑦 ّٗحو جَيت اىَؼادىخِٞ راث اىَخغٞشِٝ 𝑡اىَجإٞو ٝغاٗٛ 
: 𝑃  : حٞذ 𝑃 ٗ  𝑄 أمخب حَزلا ٗعٞؽٞا ىيَغخقٌٞ اىخقاؼغ بِٞ :ٍزلا  𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 1 = 0ٗ  𝑃 : 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 + 2 = 0 
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𝑥ب٘ظغ  = 𝑡 ّجذ اىجَيت   
𝑦 + 𝑧 = −1 − 𝑡
𝑦 − 𝑧 = −2 − 𝑡

  : بحو اىحَيت ّجذ 
𝑦 =

−3

2
− 𝑡

𝑧 =
1

2

 ٍْٔٗ  

𝑥 = 𝑡

𝑦 =
−3

2
− 𝑡

𝑧 =
1

2
 

     

𝑧 لاحظ اُ فٜ ٕزا اىَزاه لا َٝنِ ٗظغ: ٍلاحظت  = 𝑡 لاُ ٍؼاٍلاث𝑥ٗ  𝑦 ٍخْاعبت  

 حح٘ٝاُ ٍجٖ٘ىِٞ فقػ ّحو اىجَيت راث اىَؼادىخِٞ ٗاىَجٖ٘ىِٞ ٝأخزاُ قَٞت رابخت غٞش  𝑃 ٗ  𝑄 إرا ماّج ٍؼادىخٜ : حاىت خاصت

 𝑡 ٗاىَجٖ٘ه اىزاىذ مٞفٜ ّأخزٓ ٝغاٗٛ 𝑡ٍخؼيقت  بـ 
: 𝑃  : حٞذ 𝑃 ٗ  𝑄  أمخب حَزلا ٗعٞؽٞا ىيَغخقٌٞ اىخقاؼغ بِٞ :ٍزلا  𝑥 + 3𝑧 + 1 = 0ٗ  𝑃 : 𝑥 − 𝑧 + 2 = 0 

  ّحو اىجَيت 
𝑥 + 3𝑧 + 1 = 0
𝑥 − 𝑧 + 2 = 0

  : بحو اىحَيت ّجذ 
𝑥 =

−7

4

𝑧 =
1

4

  ٍْٗٔ اىخَزٞو اى٘عٞؽٜ ىيَغخقٌٞ ٕ٘ 

𝑥 =
−7

4

𝑦 = 𝑡

𝑧 =
1

4
 

     

 كٍف َُخقم يٍ حًثٍم وسٍغً نًسخىي إنى يعادنت دٌكارحٍت نه   ؟ (20 )

 𝛼ٗ  𝛽ّخخاس ٍؼادىخِ ٍِ اىزلاد ّٗحو اىحَيت راث اىَجٖ٘ىِٞ  ىْْخقو ٍِ حَزٞو ٗعٞؽٜ ىَغخ٘ٛ إىٚ ٍؼادىت دٝناسحٞت ىٔ :ؼشٝقت 

  ٍزلا حغب الإخخٞاس رٌ ّؼ٘ض فٜ اىَؼادىت اىَخبقٞت 𝑥ٗ  𝑦 بذلاىت 

  ىنخابت ٍؼادىت دٝناسحٞت ىيَغخ٘ٛ اىَؼشف ٗعٞؽٞا مَا ٝيٜ: ٍزلا

𝑥 = 2𝛼 + 3𝛽 + 1⋯ 1 

𝑦 = −α + 2β + 1⋯ 2 

𝑧 = 𝛼 − 𝛽 + 1⋯ 3  

 : ىذْٝا     

  : ّجذ اىجَيت  3  ٗ 2 بئخخٞاس ٍزلا اىَؼادىخِٞ 
𝑦 = −α + 2β + 1
𝑧 = 𝛼 − 𝛽 + 1

  باىجَغ ّجذ حو اىجَيت  
β = y + z − 2
α = y + 2z − 3

  

𝑥 :ّجذ 1 باىخؼ٘ٝط فٜ  = 2 y + 2z − 3 + 3 y + z − 2 + : 𝑃  باىخبغٞػ ّجذ1 𝑥 − 5𝑦 − 7𝑧 + 11 = 0 

 كٍف َُخقم يٍ يعادنت دٌكارحٍت نًسخىي إنى حًثٍم وسٍغً نه   ؟ (21)

 𝛼ٗ  𝛽 ّٗؼِٞ اىَخبقٜ بذلاىت β ٗاٟخش αّعغ احذ اىَجإٞو : ؼشٝقت 

𝑥حَزٞو ٗعٞؽٜ ىيَغخ٘ٛ رٗ اىَؼادىت :ٍزلا + 𝑦 + 𝑧 + 3 = 0ٕ٘   

𝑥 = 𝛼                      
𝑦 = β                    
𝑧 = −𝛼 − 𝛽 − 3 

     

𝑥حَزٞو ٗعٞؽٜ ىيَغخ٘ٛ رٗ اىَؼادىت  + 𝑦 + 3 = 0ٕ٘   

𝑥 = 𝛼             
𝑦 = −α − 3
𝑧 = β             

     

𝑦حَزٞو ٗعٞؽٜ ىيَغخ٘ٛ رٗ اىَؼادىت  + 3 = 0ٕ٘   

𝑥 = 𝛼             
𝑦 =  −3      
𝑧 = β             

     

 يعادنت سغح كرة فً انفضاء  ؟  (22 ) 

  اىخٜ حبؼذ ػِ ّقؽت رابخت بَغافت رابخت 𝑀اىنشة فٜ اىفعاء ٕٜ ٍجَ٘ػت اىْقػ 

;𝐴 𝑥𝐴;𝑦𝐴إرا ماّْج اىْقؽت اىزابخت ٕٜ  𝑧𝐴  ٜٕ ٗاىَغافت اىزابخت 𝑅 فيذْٝا 𝐴𝑀 = 𝑅 ٛأ 

  𝑥 − 𝑥𝐴 2 +  𝑦 − 𝑦𝐴 2 +  𝑧 − 𝑧𝐴 2 = 𝑅باىخشبٞغ ّجذ ٍْٔٗ 𝑥 − 𝑥𝐴 
2 +  𝑦 − 𝑦𝐴 

2 +  𝑧 − 𝑧𝐴 
2 = 𝑅2 

 ياهً انىضعٍاث انُسبٍت نًسخقٍى وسغح كرة فً انفضاء وكٍف َعٍٍ انخقاعع  ؟  (23 )

 اىَغخقٌٞ ٗعؽح اىنشة فٜ اىفعاء إٍا ٝخقاؼؼاُ فٜ ّقؽخِٞ ٗإٍا ٍَاعٜ ىٔ ٗإٍا اىخقاؼغ ٕ٘ اىَجَ٘ػت اىخاىٞت

  :لإٝجاد اىخقاؼغ بِٞ ٍغخقٌٞ ٍؼشف ٗعٞؽٞا باىشنو : ؼشٝقت

𝑥 = 𝑥0 + 𝛼𝑡
𝑦 = y0 + βt
𝑧 = z0 + γt 

 ٗعؽح مشة ٍؼشفت بَؼادىت ٍِ اىشنو      ∗ ⋯

 𝑥 − 𝑎 2 +  𝑦 − 𝑏 2 +  𝑧 − 𝑐 2 = 𝑅2 ّؼ٘ض  𝑥ٗ  𝑦ٗ 𝑧 اىَؼؽاة بذلاىت𝑡 فٜ اىخَزٞو اى٘عٞؽٜ ىيَغخقٌٞ فٜ ٍؼادىت 

  إرا ماُ اىََٞض عاىب لا ح٘جذ حي٘ه ٍْٗٔ لا ٝ٘جذ حقاؼغ لإرا ماُ 𝑡عؽح اىنشة ّجذ ٍؼادىت ٍِ اىذسجت اىزاّٞت راث اىَجٖ٘ه 

 ّجذ إحذارٞاث ّقؽت إرا ماُ اىََٞض  ∗ اىََٞض ٍؼذًٗ ْٕاك حو ٍعاػف ٍْٗٔ اىَغخقٌٞ ٍَاعٜ ىينشة  ّؼ٘ض قَٞخٖا فٜ اىجَيت 

 ّجذ إحذارٞاث ّقؽخٜ  ∗  فٜ اىجَيت 𝑡ٍ٘جب ْٕاك حلاُ ٍخَاٝضاُ ٍْٗٔ ْٕاك ّقؽخٜ بِٞ اىَغخقٌٞ ٗعؽح اىنشة ّؼ٘ض قَٞخٜ 

 اىخقاؼغ
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  : اىَؼشف بـ  𝑑 ػِٞ حقاؼغ : ٍزاه 
𝑥 = 𝑡

𝑦 = t⋯ ∗ 

𝑧 = t + 1 
𝑥  ٗعؽح اىنشة اىَؼشفت بـ     − 1 2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 5 

𝑡 باىخؼ٘ٝط ّجذ  − 1 2 + 𝑡2 +  𝑡 + 1 2 = 3𝑡2 اٛ 5 + 2 =   اٛ 5
𝑡 = 1
𝑡 = −1

  ٍْٔٗ  𝑑 ٗ  𝑃  ِٞٝخقاؼؼاُ فٜ ّقؽخ 

;1 إحذاحٞخإَا   1; 2 ٗ   −1;−1; 0  

 ياهً انىضعٍاث انُسبٍت نًسخىي وسغح كرة فً انفضاء وكٍف َعٍٍ انخقاعع  ؟  (24 )

 أٗ لا ٝ٘جذ حقاؼغ بَْٖٞا  (اىَغخ٘ٛ ٍَاعٜ ىغؽح اىنشة )ٝخقاؼغ اىَغخ٘ٛ ٗعؽح اىنشة فٜ  اىفعاء فٜ دائشة  اٗ ّقؽت 

 [(12)اىؽشٝقت ]  𝑃 ٗاىَغخ𝜔ٛ٘  ٕٜ اىَغافت ب𝑑ٍِٞغخ٘ٛ،  𝑅ٗ  𝑃 ّٗصف قؽشٕا 𝜔عؽح اىنشة اىخٜ ٍشمضٕا  𝑆 :ؼشٝقت

𝑑إرا ماّج  - > 𝑅فئُ اىخقاؼغ ٕ٘ اىَجَ٘ػت اىخاىٞت  

𝑑إراماّج  - = 𝑅 فئُ اىخقاؼغ ٕ٘ اىْقؽت 𝐻حٞذ  𝐻 اىَغقػ اىؼَ٘دٛ ىـ𝜔 ٚػي  𝑃  [ (13)اىؽشٝقت]   ، [ (2)انشكم ] 

𝑑إراماّج  - < 𝑅  فئُ اىخقاؼغ ٕ٘ اىذائشة اىخٜ ٍشمضٕا 𝐻 ّٗصف قؽشٕا 𝑟 حٞذ 𝑟 =  𝑅2 − 𝑑2 ، [ (1)انشكم ] 

 

 

          . 
  

   . 
 

 [ (1)انشكم ] [ (1)انشكم ] 

𝑥 :رٗ اىَؼادىت  اىذٝناسحٞت  𝑃 ػِٞ حقاؼغ اىَغخ٘ٛ :ٍزاه + 𝑦 + 𝑧 − 3 =  : اىخٜ ٍؼادىخٖا  𝑆 ٗعؽح اىنشة 0

  𝑥 − 1 2 +  𝑦 + 2 2 +  𝑧 − 3 2 = 9  

;𝑆  ٕ٘ : 𝜔 1;−2 ىذْٝا ٍشمض  𝑅 ّٗصف قؽشٕا  3 = ;𝑑 𝜔 ٗىذْٝا 3  𝑃  =
  1 + −2 + 3 −3 

 12+12+12
=

1

 3
 

 ٗىذْٝا 
1

 3
< 3 ٍْٔٗ 𝑃  ٝخقاؼغ ٍغ  𝑆  فٜ دائشة ّصف قؽشٕا 𝑟 =  𝑅2 − 𝑑2 =   3 2 −  

1

 3
 

2

=  
26

3
 

 : ٗىخؼْٖٞٞا ىذْٝا  𝑃  ػيٚ 𝜔 ٍغقػ 𝐻 حٞذ 𝐻ٍٗشمضٕا 

 :ٕ٘ شؼاع ح٘جٞٔ ىٔ  ٍْٗٔ حَزٞئ اى٘عٞؽٜ مَا ٝيٜ 𝑃  فاىشؼاع اىْاظَٜ ىـ  𝑃  ٗػَ٘دٛ ػيٚ 𝜔 اىَغخقٌٞ اىزٛ ٝشَو  𝑑 ىٞنِ 

    
𝑥 = 𝑡 + 1            
𝑦 = t − 2⋯ ∗ 

𝑧 = t + 3            
𝑡  :[(9 )اىؽشٝقت ]  𝑑 ٗ  𝑃  ّؼِٞ ّقؽت حقاؼغ      + 1 +  𝑡 − 2 +  𝑡 + 3 − 3 = 0 

𝑡بحو اىَؼادىت ّجذ  =
1

3
𝐻:  ّجذ ∗   باىخؼ٘ٝط فٜ    

4

3
;
−5

3
;

10

3
   

 ؟كٍف َعٍٍ حقاععهايا هً انىضعٍاث انُسبٍت نثلاد يسخىٌاث و (25)

 دساعت حقاؼغ رلاد ٍغخ٘ٝاث غٞش ٍخؽابقت ٍزْٚ ٍزْٜ ٝؤٗه إىٚ حو جَيت رلاد ٍؼادلاث بزلاد ٍجإٞو ٗقذ ٝنُ٘ خاىٞا أٗ ّقؽت 

 أٗ ٍغخقٌٞ

إرا ماّا ٍخ٘اصٝاُ فخقاؼغ [(5-1 )اىؽشٝقت ]ىذساعت حقاؼغ رلاد ٍغخ٘ٝاث غٞش ٍخؽابقت ّخخاس ٍغخِ٘ٝٞ ّٗذسط ح٘اصَٖٝا : ؼشٝقت

اىَغخ٘ٝاث اىزلاد ٕ٘ اىَجَ٘ػت اىخاىٞت ٍَٖا ماُ اى٘ظغ باىْغبت ىيَغخ٘ٛ اىزاىذ ٗإرا ماّا ٍخقاؼؼِٞ فٞخقاؼؼاُ ٗفق ٍغخقٌٞ ّنخب 

 [(9)اىؽشٝقت ]رٌ ّذسط حقاؼغ ٕزا اىَغخقٌٞ ٍغ اىَغخ٘ٛ اىزاىذ  [(19 )اىؽشٝقت ]حَزٞو ٗعٞؽٜ ىٔ

𝑥:  اىَؼشفت بَؼادلاحٖا  𝑃  ٗ 𝑃   ٗ  𝑄  ىْؼِٞ حقاؼغ اىَغخ٘ٝاث: ٍزاه + 𝑦 + 1 = 0 ، 2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0  ، 

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 2 = ػيٚ اىخشحٞب  0

;𝑛   1ىذْٝا : ّٗذسط ح٘اصَٖٝا   𝑃 ٗ 𝑃  ّأخز اىَغخِ٘ٝٞ  1; 0 ٗ 𝑛    2; 1; ػيٚ اىخشحٞب   𝑃 ٗ 𝑃  شؼاػِٞ ّاظَِٞٞ ىـ  2

=  𝑛 ٍْٗٔ ّفشض أُ   𝑘𝑛    اىجَيت ٍْٔٗ  
1 = 2𝑘
1 = k

0 = 2k  
     ٍْٔٗ 

𝑘 =
1

2

𝑘 = 1
𝑘 = 0

≠  𝑛 حْاقط أٛ      𝑘𝑛   ٍْٔٗ 𝑃 ٗ 𝑃    ٜٝخقاؼؼاُ ف

H 

 

𝜔 R 

 

H 

 

𝑟 

 

𝜔  
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 ٍؼشف باىجَيت   𝑑 ٍغخقٌٞ 
𝑥 + 𝑦 + 1 = 0

2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0
 ّنخب حَزٞو ٗعٞؽٜ ىٖزا اىَغخقٌٞ   

𝑦ب٘ظغ  = 𝑡 ّجذ اىجَيت   
𝑥 = −1 − 𝑡

2𝑧 = −2𝑥 − 𝑡
  : أٛ  

𝑥 = −1 − 𝑡

𝑧 =
−2 −1−𝑡 −𝑡

2

 ٍْٔٗ  

𝑥 = −1 − 𝑡              
𝑦 = t            ⋯ ∗ 

𝑧 = 1 +
1

2
𝑡           

     

  𝑑 ٗ  𝑄 ّذسط حقاؼغ 

1−  : ّجذ  𝑄  فٜ ٍؼادىت  ∗ بخؼ٘ٝط اىجَيتىذْٝا  − 𝑡 +  t +  1 +
1

2
𝑡  + 2 = باىخبغٞػ  ّجذ 0

1

2
× 𝑡 = −2  

𝑡 ٍْٗٔ  قَٞت  =   ّجذ  ∗ باىخؼ٘ٝط فٜ   4−
𝑥 = 3              
𝑦 = −4            
𝑧 = −1           

 حخقاؼغ فٜ ّقؽت ٗحٞذة   𝑃  ٗ 𝑃   ٗ  𝑄   اٛ اىَغخ٘ٝاث     

  1−;4−;3 إحذاحٞاحٖا 

 ٍلاحظت بالإٍناُ أُ ٝنُ٘ اىغؤاه حو اىجَيت 
𝑥 + 𝑦 + 1 = 0           
2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 0       
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 + 2 = 0   

 َٝنِ اػخباس  اىَؼادىت الأٗىٚ ٗاىزاّٞت ٗاىزاىزت     

ٍؼادلاث ىزلاد ٍغخ٘ٝاث ّٗذسط حقاؼؼَا مَا عيف رمشٓ 

 

 

 

 

 

 


